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СИНТЕЗ УРАВНЕНИЙ ИТО ДЛЯ ФОРМИРУЮЩЕГО ФИЛЬТРА
С ЗАДАННЫМ СПЕКТРОМ1

Предложен аналитический метод синтеза генератора случайного про-
цесса с заданным спектром в виде линейной системы уравнений Ито.
Предполагается стационарность случайного процесса, спектральная и со-
ответствующая передаточная функции которого определены в виде ра-
циональных дробей. Коэффициенты системы уравнений Ито генератора
находятся из рекуррентных алгебраических соотношений. Метод ориен-
тирован на работу с математическими моделями случайных процессов
природы, такими как модель ветра Драйдена. Подробно представлена
трансформация спектров модели порыва ветра по трем направлениям и
приведены соответствующие стохастические уравнения.
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1. Введение

Формирующий фильтр позволяет генерировать случайный сигнал с за-
данной спектральной плотностью из сигнала белого шума [1, § 6.6; 2, § 10.1;
3, § 5.1.5]. Формирующий фильтр и анализируемая система образуют некото-
рую расширенную систему, на вход которой действует белый шум (рис. 1).
Здесь показан способ перейти от представления системы в терминах пере-
даточных функций (изображенных на схеме) к стохастическим дифферен-
циальным уравнениям. Результаты статьи пригодятся исследователям для
добавления в динамическую модель случайных факторов и имитации при-
родных явлений (движения воздушных масс, течения воды и т.д.).

Известно много моделей порывов ветра [4], но в статье подробно рассмот-
рена только модель турбулентности Драйдена [5], на выходе дающая стоха-
стический процесс, определяемый спектрами скоростей. Спектральная плот-
ность сигнала является четной дробно-рациональной функцией частоты и мо-
жет быть представлена в виде двух комплексно-сопряженных сомножителей,

1 Работа выполнена частично при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект №20-08-00400).
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Рис. 1. Схема включения формирующего фильтра.

откуда и находится передаточная функция формирующего фильтра [1, § 6.6;
3, § 5.1.5].

Попытка напрямую написать дифференциальное уравнение высокого по-
рядка, выход которого имеет заданный спектр, обычно приводит к появле-
нию производных белого шума высокого порядка. Представление этих про-
изводных в виде обобщенных функций [6] и обобщение уравнений Ито в виде
уравнений леонтьевского типа [6] известны, но такие уравнения сложны и
мало исследованы. В [3, § 3.3.3] рассмотрен переход от линейного стохастиче-
ского дифференциального уравнения высшего порядка к линейной системе
стохастических дифференциальных уравнений первого порядка, но для по-
иска коэффициентов системы требуется дифференцировать коэффициенты
исходного уравнения (если оно не является стационарным). Предлагаемый
метод позволяет описать естественный случайный процесс с помощью хоро-
шо изученных уравнений Ито [3]. Полученные уравнения, например, можно
использовать совместно с уравнениями математической модели самолета [7].

Предложен способ получения относительно простых стохастических диф-
ференциальных уравнений для синтеза выходного сигнала по известной пе-
редаточной функции. Далее будем рассматривать передаточные функции в
предположении, что соответствующие им спектры известны.

Два способа преобразования любой дробно-рациональной передаточной
функции, приводящие к одному и тому же результату, представлены далее.
Функция разлагается на сумму дробей, числители которых – действитель-
ные числа, а знаменатели – многочлены. При этом все операции являются
арифметическими. А блок-схему процесса можно изобразить в виде суммы
интегрирующих звеньев. На основе новой записи можно составить систему
линейных стохастических дифференциальных уравнений Ито.

Существует несколько более сложный способ аналогичного преобразова-
ния передаточной функции [8, §2.3]. Если передаточная функция W (p) зада-
на, то для соответствующей системы линейных уравнений вида

ẋ = Ax+ bu

y = cx
(1)

необходимо найти матрицу A и вектор b. Выходной вектор c задан. Первая
форма Фробениуса матрицы уравнений состояния A подбирается так, что
ее характеристический многочлен совпадает со знаменателем передаточной
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функции. Элементы вектора b находятся из решения системы уравнений

W (p) = c(Ep −A)−1b

методом неопределенных коэффициентов приравниванием множителей при
одинаковых степенях переменной p многочленов числителей слева и справа
[8, пример 2.7].

В предлагаемом подходе выходной вектор c находится в процессе реше-
ния и заранее не известен. В результате обращение матрицы не требуется и
вычисляются только коэффициенты уравнения Ито с помощью арифметиче-
ских операций.

Преобразование для получения уравнения (1) не является уникальным [8].
Поэтому не всегда удается добиться «минимальной реализации» (1), т.е. по-
лучить минимально возможное количество переменных в уравнении Ито.

2. Постановка задачи

Пусть спектральная плотность исследуемого возмущения определена как

Φ(ω) = |W (iω)|2, где

W (p) =
Pm(p)

Qn(p)
=

a0p
m + a1p

m−1 + . . .+ am−1p+ am
b0pn + b1pn−1 + . . .+ bn−1p+ bn

,(2)

здесь ai (i = 0,m), bj (j = 0, n) – постоянные действительные коэффициенты.
Полюса и нули функции W (p) располагаются в левой полуплоскости. W (p)
является передаточной функцией линейного дифференциального уравнения

b0x
(n) + b1x

(n−1) + . . .+ bn−1x
′ + bnx =

= a0u
(m) + a1u

(m−1) + . . .+ amu.
(3)

Блок-диаграмма формирующего фильтра представлена на рис. 2. Если на
вход подавать стандартный белый шум (производную стандартного винеров-
ского процесса) u(t), то уравнение (3) становится стохастическим, но в общем
случае содержит высшие производные белого шума.

Цель – заменить уравнение (3) системой линейных дифференциальных
уравнений, удовлетворяющей двум условиям: а) система не содержит про-
изводных входного сигнала, б) ее линейно зависящий от состояния выход

Wф(p)
u(t) x(t)

Рис. 2. Блок-диаграмма формирующего фильтра.
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совпадает с выходом уравнения (3). Такая система уравнений, как показано
ниже, легко преобразуется в систему уравнений Ито.

Оказывается, для преобразования достаточно представить передаточную
функцию (2) в виде суммы рациональных дробей, числителями которых
являются действительные коэффициенты (многочлены нулевого порядка).
В случае, когда все нули знаменателя рациональной дроби вещественны, та-
кое преобразование известно [9], но требует нахождения нулей знаменате-
ля, что в общем случае возможно только численно. Предлагаемое преобра-
зование не требует нахождения нулей и для любой правильной рациональ-
ной дроби как с вещественными, так и с комплексными нулями знаменате-
ля, может быть выполнено аналитически. Коэффициенты модифицирован-
ной передаточной функции находятся последовательно из цепочки линейных
уравнений.

Способ преобразования линейного стохастического уравнения n-го поряд-
ка (3) к эквивалентной линейной системе уравнений первого порядка, не со-
держащих производных белого шума, показан в [3, § 3.3.3]. При этом уравне-
ние не является стационарным и коэффициенты ai (i = 0,m), bj (j = 0, n) за-
висят от времени t, а для поиска коэффициентов эквивалентной системы тре-
буется дифференцировать функции ai, bj . Для стационарной системы новые
коэффициенты находятся из реккурентных арифметических соотношений.

3. Преобразование передаточной функции

Основная идея состоит в том, чтобы представить исходную функцию W (p)
в виде суммы нескольких функций Wi(p), i = 1,m+ n, см. рис. 3. Входной и
выходной сигналы не изменятся в результате такого преобразования.

W1

W2

...

Wm + n

u(t) x(t)
+

Рис. 3. Блок-диаграмма суммы нескольких формирующих фильтров.
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Предлагаемое представление передаточной функции (2) имеет вид

W (p) =
Pm(p)

Qn(p)
=

α1

pn−m
+

α2

pn−m+1
+ . . .+

αm

pn−1
+

+
1

Qn(p)

(

βn−1

pn−1
+

βn−2

pn−2
+ . . .+

β1
p

+ β0

)

.

(4)

Количество коэффициентов αi (i = 1,m), βj (j = 0, n − 1) равно m+ n. Они
могут быть получены приравниванием левой и правой частей уравнений (2)
и (4).

βn−1 + αmbn = 0,
βn−2 + αmbn−1 + αm−1bn = 0,
βn−3 + αmbn−2 + αm−1bn−1 + αm−2bn = 0,
. . .
βn−m+1 + αmbn−m+2 + . . . + α2bn = 0,
βn−m + αmbn−m+1 + . . . + α2bn−1 + α1bn = 0,
βn−m−1 + αmbn−m + . . . + α2bn−2 + α1bn−1 = 0,
. . .
β2 + αmb3 + αm−1b4 + . . .+ α2bm+1 + α1bm+2 = 0,
β1 + αmb2 + αm−1b3 + . . . + α1bm+1 = 0,
β0 + αmb1 + αm−1b2 + . . . + α1bm = am,

αmb0 + αm−1b1 + . . . + α1bm−1 = am−1,
αm−1b0 + . . . + α1bm−2 = am−2,

. . .
α2b0 + α1b1 = a1,

α1b0 = a0.

Запишем краткую форму, представляющую собой систему реккурентных
уравнений, с помощью которых коэффициенты могут быть вычислены по-
следовательно:

α1 =
a0
b0

, αk =
1

b0

[

ak−1 −

k−1
∑

s=1

αsbk−s

]

, k = 2,m,

β0 = am −

m
∑

s=1

αsbm−s+1,

βk = −
m
∑

s=1

αsbm+k−s+1, k = 1, n−m,

βk = −
n−k
∑

s=1

α−n+m+k+sbn−s+1, k = n−m+ 1, n− 1.
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Существует и другой путь преобразования передаточной функции. Пусть
передаточная функция имеет вид

W (r)(p) =
a
(r)
0 pn−r + a

(r)
1 pn−r−1 + . . .+ a

(r)
n−r−1p+ a

(r)
n−r

b0pn + b1pn−1 + . . .+ bn−1p+ bn
,(5)

1 6 r 6 n. Верхний индекс (r) указывает на номер функции и степень по-
линома числителя. Степень полинома числителя W (r+1)(p) меньше степени
полинома числителя W (r)(p), так как n− (r + 1) < n− r. Обозначим B(p) =
= b0p

n + b1p
n−1 + . . . + bn−1p+ bn и выполним ряд преобразований функ-

ции W (r)(p), состоящих в последовательном понижении степени полинома
числителя до нуля.

W (r)(p) =
a
(r)
0 pn + a

(r)
1 pn−1 + . . . + a

(r)
n−rp

r

prB(p)
=

=
1

p rB(p)

[

a
(r)
0

b0
B(p)−

a
(r)
0

b0

(

b1p
n−1 + . . . + bn−1p+ bn

)

+

+
(

a
(r)
1 pn−1 + a

(r)
2 pn−2 + . . . + a

(r)
n−rp

r
)

]

=

=
a
(r)
0

b0

1

pr
+

1

B(p)

[(

a
(r)
1 −

a
(r)
0

b0
b1

)

pn−r−1 + . . .+

+

(

a
(r)
n−r−1 −

a
(r)
0

b0
bn−r−1

)

p+

(

a
(r)
n−r −

a
(r)
0

b0
bn−r

)]

−

−
a
(r)
0

b0

1

B(p)

[

bn−r+1

p
+

bn−r+2

p2
+ . . .+

bn
pr

]

.

Определим коэффициенты a
(r+1)
α = a

(r)
1+α − (a

(r)
0 /b0)b1+α, α = 0, n − r − 1, для

новой функции W (r+1). Тогда

W (r)(p) =
a
(r)
0

b0

1

pr
+W (r+1)(p)−

a
(r)
0

b0

1

B(p)

r
∑

k=1

bn−r+k

pk
,(6)

и W (r+1)(p) = W (r)(p)−
a
(r)
0

b0

1

pr
+

a
(r)
0

b0

1

B(p)

r
∑

k=1

bn−r+k

pk
.

Максимальное число шагов равно n− r. Функция W (r)(p) определена
на r-м шаге, необходимо найти W (r+1)(p), W (r+2)(p), . . . Числитель последней
функции W (r+s)(p) является полиномом нулевого порядка, и тогда расчет бу-
дет закончен. Каждую следующую найденную функцию W (r+k+1)(p) нужно
подставить в текущую функцию W (r+k)(p).
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4. Формирование генератора случайных возмущений

Рассмотрим передаточную функцию (4), которая представляет собой сум-
му интегрирующих звеньев со своими коэффициентами усиления [10]. Для

звена 1/pn−m соответствующее уравнение будет x1 = u/pn−m, или x
(n−m)
1 = u.

Звено 1/pn−m+1 даст уравнение x2 = u/pn−m+1= u/(pn−mp) = u/pn−m×1/p =
= x1 × 1/p, или x′2 = x1. Так последовательно находятся дифференциаль-
ные уравнения для первых m выходов. Точно так же, используя знамена-
тель Qn(p), получаем уравнение выхода xm+1, который потом нужно еще
n− 1 раз проинтегрировать с помощью слагаемых в скобках из (4). Послед-
ним шагом будет сложение всех выходов с соответствующими коэффициен-
тами α, β. Запишем систему дифференциальных уравнений и уравнение вы-
хода, соответствующие передаточной функции (4) и (3):

x
(n−m)
1 = u, x′2 = x1, x′3 = x2, . . . x′m = xm−1,

b0x
(n)
m+1 + b1x

(n−1)
m+1 + . . .+ bn−1x

′

m+1 + bnxm+1 = u,

x′m+2 = xm+1, . . . x′m+n = xm+n−1,

x = α1x1 + α2x2 + . . .+ αmxm + β0xm+1 + β1xm+2 + . . .+ βn−1xm+n.

(7)

Порядок получившейся системы равен N 6 3n − 2.

Система (3) может быть легко записана в виде системы уравнений пер-
вого порядка (7) и в предположении, что u(t) – стандартный белый шум,
преобразована в систему уравнений Ито N -го порядка.

Преобразование не меняет передаточную функцию W (p) для выхода x =
= α1x1 + α2x2 + . . . (см. (7)). Тем не менее передаточные функции выхо-
дов x1, x2, . . . имеют некоторое количество нулевых полюсов. Таким обра-
зом, Wk(p) для xk, k = 1,m имеет вид Wk(p) = 1/pn−m+k−1. На практике это
приведет к нестабильности при моделировании процесса (из-за ошибок в рас-
четах). Однако эту ситуацию можно исправить, сделав замену p = (q −∆)/λ
(q = λp+∆), ∆/λ > 0 в исходной передаточной функции W (p). Тогда

W ∗(q) =
P ∗

m(q)

Q∗

n(q)
=

Pm

(

q−∆
λ

)

Qn

(

q−∆
λ

) =
α∗

1

qn−m
+

α∗

2

qn−m+1
+ . . .+

+
α∗

m

qn−1
+

1

Q∗

n(q)

(

β∗

n−1

qn−1
+

β∗

n−2

qn−2
+ . . . +

β∗

1

q
+ β∗

0

)

.

Обратным преобразованием q = λp+∆ получим

W (p) =
Pm(p)

Qn(p)
=

α∗

1

(λp +∆)n−m
+

α∗

2

(λp+∆)n−m+1
+ . . . .

Передаточные функции выходных компонент x1, x2, . . . такого разложения
будут иметь полюса в левой полуплоскости.
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5. Пример

Пусть задана передаточная функция

W (p) =
p2 + 2p+ 1

p3 + 3p2 + 2p+ 2
.

Требуется записать ее в виде (4) суммы дробей с полиномами нулевого по-
рядка в числителях.

В результате преобразования получим

W ∗(q) = W (q − 1) =
(q − 1)2 + 2(q − 1) + 1

(q − 1)3 + 3(q − 1)2 + 2(q − 1) + 2
=

q2

q3 − q + 2
.

Здесь n = 3, m = 2, a∗0 = 1, a∗1 = 0, a∗2 = 0, b∗0 = 1, b∗1 = 0, b∗2 = −1,

b∗3 = 2, α∗

1 =
a∗
0

b∗
0

= 1, α∗

2 =
1
b∗
0

[a∗1 − α∗

1b
∗

1] = 0, β∗

0 = a∗2 − [α∗

1b
∗

2 + α∗

2b
∗

1] = 1, β∗

1 =

= − [α∗

1b
∗

3 + α∗

2b
∗

2] = −2, β∗

2 = − [α∗

2b
∗

3] = 0.

W ∗(q) =
1

q
+

(

1−
2

q

)

1

q3 − q + 2
,

W (p) =
1

p+ 1
+

(

1−
2

p+ 1

)

1

p3 + 3p2 + 2p + 2
.

Запишем решение вторым способом

W (1)(q) =
q2

q3 − q + 2
=

q2

B(q)
, B(q) = q3 − q + 2,

W (2)(q) =
q2

B(q)
−

1

q
+

1

B(q)
×

2

q
=

q3 −B(q) + 2

qB(q)
=

1

B(q)
.

Используем (6)

W (1)(q) =
1

q
+

1

B(q)
−

1

B(q)

2

q
=

1

q
+

(

1−
2

q

)

1

B(q)
= W ∗(q).

Результаты совпадают.

Запишем вывод уравнений Ито для W (p) в соответствии с (7). Первое
слагаемое дает уравнение u = (p + 1)x1. Вторым уравнением будет u = (p3+
+3p2 + 2p + 2)x2 =

(

(p+ 1)3 − (p+ 1) + 2
)

x2. Обозначим (p + 1)x2 = x4,
(p + 1)x4 = x5, тогда u = (p + 1)x5 − x4 + 2x2. Третьим уравнением будет
u = (p+ 1)(p3 + 3p2 + 2p + 2)x3, или (p+ 1)x3 = x2.

Искомая система уравнений Ито и уравнение выхода имеют вид

dx1 + x1dt = dw, dx2 + (x2 − x4)dt = 0,

dx3 + (x3 − x2)dt = 0, dx4 + (x4 − x5)dt = 0,

dx5 + (x5 − x4 + 2x2)dt = dw,

x = x1 + x2 − 2x3.
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На основе передаточной функции была получена линейная система диффе-
ренциальных уравнений Ито, не содержащая производных входного сигнала.
Конечно, выбор новой переменной был сделан так, чтобы в знаменателе пе-
редаточной функции легко выделить куб суммы, а потом получить линейные
уравнения первого порядка.

6. Модель турбулентности ветра Драйдена

Министерство обороны США использует модель порывов ветра Драйде-
на в некоторых приложениях для проектирования и моделирования лета-
тельных аппаратов. Эта математическая модель рассматривает компоненты
скорости непрерывных порывов ветра как случайные процессы [5, 11]. До-
кументация MATLAB обеспечивает реализацию передаточной функции для
порывов ветра [12]. Двенадцать передаточных функций определены для мо-
делей порывов ветра в продольном, горизонтальном и вертикальном направ-
лениях. Однако можно выделить только три типа различных функций, от-
личающихся от функций модели лишь постоянными коэффициентами A, B,
C, D (см. [12]):

G1(p) = A
1

1 + Cp
, G2(p) = A

1 +Bp

(1 + Cp)2
, G3(p) =

Ap

1 + Cp
×

1 +Bp

(1 +Dp)2
.

Первый тип функции G1(p) является простым интегратором и не требует
преобразования. Требуемая система уравнений Ито для G1(p) имеет вид

dx+
1

C
xdt =

A

C
dw.

Рассмотрим вторую. Требуется получить систему уравнений Ито для пе-
редаточной функции G2(p). Тогда

G∗

2(q) = G2

(

q − 1

C

)

=
A

C

Bq + C −B

q2
=

A

C

(

B

q
+

C −B

q2

)

.

G2(p) =
A

C

(

B

1 + Cp
+

C −B

(1 + Cp)2

)

.

Искомая система уравнений Ито и уравнение выхода для G2(p) имеют вид

dx1 +
1

C
x1dt =

1

C
dw, dx2 +

1

C
(x2 − x1)dt = 0,

x =
A

C

(

Bx1 + (C −B)x2

)

.

Если сделать другую замену переменных q = p + 1, то получится довольно
громоздкая система уравнений 5-го порядка. Предлагаем читателям убедить-
ся в этом самостоятельно.
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Рассмотрим третью функцию G3(p). Заменим переменную: p = (q − 1)/D.
Тогда

G∗

3(q) = G3

(

q − 1

D

)

= A
Bq2 + (D − 2B)q +B −D

DCq3 + (D2 −DC)q2
.

Представим последнее выражение, используя (4):

G∗

3(q) = A

[

α1

q
+

α2

q2
+

1

b0q3 + b1q2

(

β2
q2

+
β1
q

+ β0

)]

,

тогда

b0 = DC, b1 = D2 −DC,

α1 = B/(DC), α2 =
[

D − 2B −B(D2 −DC)/(DC)
]

/(DC),

β0 = B −D − (D2 −DC)
[

D − 2B −B(D2 −DC)/(DC)
]

/(DC),

β1 = 0, β2 = 0.

Сделаем обратную замену переменных и получим функцию

G3(p) = A

[

α1

1 +Dp
+

α2

(1 +Dp)2
+

β0
b0(1 +Dp)3 + b1(1 +Dp)2

]

.

Более подробно запишем вывод уравнений Ито для G3(p). Первое и вто-
рое слагаемые дают x1 =

u
1+Dp

, x2 =
u

(1+Dp)2
= u

1+Dp
× 1

1+Dp
= x1

1+Dp
. Рас-

смотрим третье слагаемое: x3 =
u

b0(1+Dp)3+b1(1+Dp)2 = u
(1+Dp)2 × 1

b0(1+Dp)+b1
=

= x2

b0(1+Dp)+b1
. Тогда искомая система уравнений Ито и уравнение выхода

для G3(p) имеют вид

dx1 +
1

D
x1dt =

1

D
dw, dx2 +

1

D
(x2 − x1)dt = 0,

dx3 −
1

Db0
x2dt+

b0 + b1
Db0

x3dt = 0,

x = A
[

α1x1 + α2x2 + β0x3
]

.

Модель турбулентности ветра Драйдена не единственная. Например, модель
фон Кармана [13] имеет другие передаточные функции, такие как

G(p) = A
1 +Bp

1 + Cp+Dp2
.

Соответствующая система уравнений Ито для этой функции будет содер-
жать 6 переменных. Преобразованную функцию здесь не приводим, потому
что она оказалась слишком громоздкой. Возможно, была выбрана не очень
удачная замена переменной. Поэтому сами исследователи в зависимости от
коэффициентов C и D полинома знаменателя должны выбирать способ за-
мены переменной.

Дискуссия о выборе модели турбулентности продолжается [14]. Видно, что
число переменных в уравнении Ито для модели Драйдена не более трех, а в
модели фон Кармана не менее шести. Соответственно увеличивается вычис-
лительная сложность алгоритма моделирования порывов ветра.
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7. Заключение

Предлагаемый метод преобразования передаточной функции позволяет
привести ее к такому виду, что система дифференциальных уравнений, эк-
вивалентная дифференциальному уравнению (3), не содержит производных
входного сигнала u(t). Подразумевая, что u(t) является белым шумом, систе-
му легко преобразовать в систему уравнений Ито.

Результаты можно использовать не только для стохастических диффе-
ренциальных уравнений, но и для обычных дифференциальных уравнений с
постоянными коэффициентами вида (3) со скалярными входным и выходным
сигналами [3, § 1.3.4].

В представленном методе невозможно влиять на количество переменных,
а в методе [8] можно влиять на количество выходных переменных для вы-
ходного сигнала y = cx (см. (1)) и, соответственно, на тип формирующего
фильтра, изображнного на рис. 3. Поэтому в рассмотренном выше подходе
структура выходного сигнала становится известна только в результате ре-
шения задачи. А в методе, описанном в [8], заранее известен тип выходного
сигнала. Но предлагаемое решение в отличие от [8] не требует обращения
матриц, а использует только рекурсивные арифметические операции для на-
хождения коэффициентов многочленов.

Здесь специально не приводятся результаты расчетов и численного моде-
лирования динамических процессов для рассматриваемых в статье систем.
На взгляд авторов, достаточно полное исследование с различными результа-
тами моделирования выполнено в [14].
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